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問 6 以下の (1), (2), (3) を証明せよ (Casorati-Weierstrass の定理を使わずに証明せよ)。

(1) ∀a ∈ C \ {0}, ∀ε > 0, ∃z ∈ A(0; 0, ε) s.t. exp
1

z
= a. (注: z ∈ A(0; 0, ε) ⇔ 0 < |z| < ε)

(2) ∃{zn}n∈N s.t. lim
n→∞

zn = 0 かつ lim
n→∞

exp
1

zn
= 0.

(3) ∃{zn}n∈N s.t. lim
n→∞

zn = 0 かつ lim
n→∞

exp
1

zn
= ∞.



おまけの問 f が D(a;R) で正則とするとき、

g(z) :=
f(z)− f(a)

z − a
(0 < |z − a| < R)

とおくと、a は g の除去可能特異点であることを示せ。

(問６のヒント: (1) は a = reiθ とするとき、z を r, θ で具体的に表せ。(2) と (3) は具体的
に {zn} の例が与えられる。wn = 1/zn とおくと分かりやすいかも。)
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復習 実数の世界では、ex = c を満たす x は一意的である。実際、

∀c ∈ (0,∞) ∃!x ∈ R s.t. ex = c.

複素数の世界では、
∀c ∈ C \ {0} ∃z ∈ C s.t. exp z = c

が成り立つが、与えられた c に対して、exp z = c を満たす z は一意的ではない。実際、

c = reiθ, r > 0, θ ∈ [0, 2π), z = x+ iy, x, y ∈ R

とすると、

exp z = c ⇐⇒ exeiy = reiθ

⇐⇒ ex = r and eiy = eiθ (=⇒ は両辺の絶対値を取る)

⇐⇒ x = log r and ∃n ∈ Z s.t. y − θ = 2nπi

⇐⇒ ∃n ∈ Z s.t. z = log r + i(θ + 2nπ)

であるから、次の「公式」が得られる。
丸暗記は危険かな？？？� �
(♯) log reiθ = log r + i(θ + 2nπ) (n ∈ Z).� �
この (♯) の本当の意味は、{

z ∈ C; exp z = reiθ
}
= {log r + i (θ + 2nπ) ;n ∈ Z}

ということである。

問 (1) exp z = 1 を解け (答: z = 2nπi (n ∈ Z))。(2) sin z = 0 を解け (答: z = nπ (n ∈ Z))。

解答

(1) a = reiθ (r > 0, θ ∈ [0, 2π)) とする。exp
1

z
= a = reiθ は

∃n ∈ Z s.t.
1

z
= log r + i(θ + 2nπ)

と同値である。ゆえに

∃n ∈ Z s.t. z =
1

log r + i(θ + 2nπ)

と同値である。∀ε > 0 に対して、n ∈ N を十分大きく取れば、θ+2nπ > 1/ε となり、こ
のとき z =

1

log r + i(θ + 2nπ)
とおけば、0 < |z| < ε, exp

1

z
= reiθ = a.
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(2) zn :=
1

n
(n ∈ N) とおくと、明らかに lim

n→∞
zn = 0. そして、

exp
1

zn
= exp

1
1
n

= expn → ∞ (n → ∞).

(3) zn := − 1

n
(n ∈ N) とおくと、明らかに lim

n→∞
zn = 0. そして、

exp
1

zn
= exp

1

− 1
n

= exp(−n) → 0 (n → ∞).

(要するに (2) と (3) は lim
x→∞

ex = 0, lim
x→−∞

ex = 0 という高校で学んだ事実を使っている
わけ。)
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