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1 目標

空間 2次元熱方程式の初期値境界値問題

∂u

∂t
−∆u = f ((x, y) ∈ Ω, t ∈ (0, T )) (1)

u = g1 ((x, y) ∈ Γ1, t ∈ (0, T )) (2)
∂u

∂n
= g2 ((x, y) ∈ Γ2, t ∈ (0, T )) (3)

u = a ((x, y) ∈ Ω, t = 0) (4)

Ω は平面上の有界領域、その境界 Γ(= ∂Ω) は区分的に滑らかであるとする。境界 Γ は Γ1 と Γ2 とに分かれている。

T は正定数であり、 Ω × (0, T )で定義された関数 u = u(x, y, t)を考える。ここに、∆は Laplace作用素 ( ∆ =
∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 )であり、 nは境界 Γでの外向き単位法線ベクトルである。

f = f(t, x, y), g1 = g1(x, y), g2 = g2(x, y), a = a(x, y)

は与えられたデータである。

卒業研究には、この問題を考えていくのだが、

· 熱方程式の弱形式を導き、空間方向に有限要素近似、時間方向に差分近似を使い
近似解による近似方程式を導き、数値実験を行なう

· 差分近似の θ 法の安定性を調べる

ことを目標とする。

2 弱形式

弱形式を導く。 v ∈ H1 (Ω)を
v(x, y) = 0 ((x, y) ∈ Γ1) (5)

を満たす任意の関数とする。 (1) の両辺に vをかけ Ωで積分し、Gauss - Greenの定理を使うと、
∫∫

Ω

∂u

∂t
v dxdy −

∫

Γ

∂u

∂n
v dγ +

∫∫

Ω

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+

∂u

∂y

∂v

∂y

)
dxdy =

∫∫

Ω

fv dxdy.

ここで、 (3)に v をかけ、 Γ で積分したものを合わせると、
∫∫

Ω

∂u

∂t
v dxdy +

∫∫

Ω

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+

∂u

∂y

∂v

∂y

)
dxdy =

∫∫

Ω

fv dxdy +
∫

Γ2

g2v dγ (6)

となる。ここに、

(u, v) =
∫∫

Ω

uv dxdy , (7)

〈u, v〉 =
∫∫

Ω

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+

∂u

∂y

∂v

∂y

)
dxdy , (8)

[g, v] =
∫

Γ2

gv dγ , (9)

という記号を導入すると、 (6)は、 (
∂u

∂t
, v

)
+ 〈u, v〉 = (f, v) + [g2, v] (10)

と書ける。 (6)または (10)が考える弱形式である。
(5)を満たす任意の v ∈ H1(Ω)に対しこの弱形式を成立させ、 (2), (4)を満たす uは、熱方程式 (1) ∼ (4)の弱解
である。

この弱解を考えていく。
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3 離散化

上で求めた弱形式を、空間方向に有限要素近似、時間方向の近似に差分近似を行ない離散化する。

まず、
∂u

∂t
に θ法による差分近似をする。 un = u(nτ, x, y), fn = f(nτ, x, y)とすると、パラメータ θ ∈ [0, 1]を

用いて、次のように書ける。(
un+1 − un

τ
, v

)
+ θ〈un+1, v〉+ (1− θ)〈un, v〉 = θ

(
fn+1, v

)
+ (1− θ) (fn, v) + [g2, v] .

これを整理して、左辺に un+1 のあるものを持ってくると、次のようになる。
(
un+1, v

)
+ τθ〈un+1, v〉

= (un, v)− τ(1− θ)〈un, v〉+ τ
{
θ
(
fn+1, v

)
+ (1− θ) (fn, v)

}
+ τ [g2, v] . (11)

次に、 un の領域 Ωでの近似に、三角形 1次要素を使う有限要素近似を考える。まず、領域 ΩをNe 個の要素 ej

の和集合に分割する。この三角形分割は、要素間に重なりやすきまのないように、また、要素の辺上に他の要素の頂

点が来ないようにする。そのため、 Ωは多角形領域か、分割を工夫することにより境界 Γとのすきまが小さくなる
ようにした領域を考えることになる。

Ωにある三角形の頂点を Pi (i = 1, . . . , Np)と書く。関数 φi (i = 1, . . . , Np)を頂点 Pj で、 φi (Pj) = δij (j = 1, . . . , Np)
であり、要素 ek 上では 1次多項式である関数として定義する。 Ω ∪ Γ2 上にある頂点を Pi (i = 1, . . . , N) とす
る。任意の整数 i (1 ≤ i ≤ N)に対し、 Γ1 上の頂点 Pk(N < k ≤ Np)で、 φi (Pk) = 0なので、 φi (x, y) = 0
((x, y) ∈ Γ1)となっている。関数 {φi}N

i=1 は一次独立である。 vの近似関数 vh の全体を、

Vh =



vh =

N∑

j=1

vjφj ; vj ∈ R, ∀j




のように定義する。また、 un
h はその基底関数 {φi}N

i=1 を使い、 un
h (Pi) = a (Pi) (N < i ≤ Np)であることを考え

て、 φ0 (Pi) = a (Pi) (N < i ≤ Np)を満たすように φ0 を選び、

un
h = φ0 +

N∑

j=1

αjφj , αj ∈ R, ∀j

とすると、 θ法の弱形式 (11)を有限次元で近似して、このような un
h で、 ∀vh ∈ Vh に対して、

(
un+1

h , vh

)
+ τθ〈un+1

h , vh〉
= (un

h, vh)− τ(1− θ)〈un
h, vh〉+ τ

{
θ
(
fn+1, vh

)
+ (1− θ) (fn, vh)

}
+ τ [g2, vh] (12)

となるようなものを求める問題を考えることになる。

解 un
h を

un
h = φ0 +

N∑

j=1

un
j φj

と表し、 un = (un
1 , un

2 , . . . , un
N )T , v = (v1, v2, . . . , vN )T とすると、 (12)は、

vT (M + τθA)un+1 = vT {M − τ (1− θ)A}un + τvT f + τvT g − vT d

と書け、結局 vh の任意性より、

(M + τθA)un+1 = {M − τ (1− θ)A}un + τf + τg − d (13)

に帰着する。ここに、M = (mij), A = (aij)は、

mij = (φj , φi) , aij = 〈φj , φi〉
であるN ×N 行列、 f , g, dは第 i成分が

fi = θ
(
fn+1, φi

)
+ (1− θ) (fn, φi) , gi = [g2, φi] , di = (φ0, φi) + τθ〈φ0, φi〉

であるN ベクトルである。 n = 0の時、 u0
h = aは初期条件、M , A, f , g, dは与えられた条件から計算できるの

で、 Pが正則行列ならば、それらを用いて u1
h が計算できる。そしてその求まった u1

h を新しく右辺の un
h に用い、

同じことを繰り返すことによって、新しい時刻 n + 1における un+1
h を得ることができる。
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4 プログラム

以上のことを用いて、プログラムを組んでいくのだが、 (7),(8),(9)が内積であることを利用すると、第 3章に書い
たことは、各要素 ej (j = 1, . . . , NP )ごとに考えて、後で合わせていけばいいのである。これを直接剛性法という
が、そのような工夫をすることよって、有限要素法のプログラムはかなり任意の (多角形)領域を扱うことができる。

5 θ法の安定性

さて、ここまで来ると、本当に θ法によるこの方程式で近似解を求めることができるのか、という疑問が出てく

る。そのような疑問の中で、

· 左辺の行列M + τθAは正則なのか。

· τ の取り方は任意なのか。そうでなければどのような規則でそれを選べばよいのか

を考える。

5.1 M + τθAは正則か

この証明は (u, v),〈u, v〉が内積であることを使う。あるN 次ベクトル vが (M + τθA) v = 0を満たしているとす
る。 vh を、

vh =
N∑

j=1

vjφj

とおいて、 (vh, vh)を考えると、
(vh, vh) = vT Mv = |vh|2 ≥ 0

であるが、仮定を考慮すると、逆に、

(vh, vh) = vT Mv = −τθvT Av = −τθ‖vh‖2 ≤ 0

となり、 vh = 0が導かれ、 {φi}N
i=1 の一次独立性から仮定を満たす vは v = 0のみであることが導かれる。よっ

て、行列 P が正則なので、 θ法で作られた連立方程式は可解である。

5.2 θ法の解は任意の τ で安定に求まるか

私が学んできた偏微分方程式を差分近似して作られた θ法による方程式では、任意の τ では解が安定しないことが

あった。それを考える。目標とする定理は、

定理 Vh は逆不等式を満たすとする。 g1 = 0、時間刻み τ を、 0 ≤ θ < 1
2 のときは δ ∈ (0, 1)を任意に固定して、

τ ≤ 2 (1− δ)
(1− 2θ) c2

0

h2 (14)

を満たすように、 1
2 ≤ θ ≤ 1のときは任意に定める。このとき、 θ法の解 un

h (n = 0, 1, . . . , NT )に対して、

|un
h|2L2(Ω) ≤





1
δ

{
|u0

h|2L2(Ω) + τ

n−1∑

k=0

‖F k+θ‖2V ′
h

} (
0 < θ ≤ 1

2

)

|u0
h|2L2(Ω) + τ

n−1∑

k=0

‖F k+θ‖2V ′
h

(
1
2
≤ θ ≤ 1

)

が成立する。

ここで、 |uh|L2(Ω)、 ‖Fn+θ‖V ′
h
は、それぞれ、

|uh|2L2(Ω) =
∫∫

u2
h dxdy = uT Mu

‖Fn+θ‖2V ′
h

= |θfn+1 + (1− θ)fn|2L2(Ω) + |g2|2L2(Γ2)
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で表されるノルム、 c0 は、逆不等式

‖uh‖H1(Ω) ≤
c0

h
|uh|L2(Ω)

に表れる定数、 hは各要素の最大辺長の最大値、

h = max
j=1,...,Ne

({ejの最大辺長})

である。

6 数値実験

4辺とも基本境界条件のかかった、つまり Γ1 = Γである状態で、

g1 = 0, α (x, y) = sin(πx) sin(πy)

という条件のもとで、 θ = 0のとき、 un
h が安定である τ のとりうる最大値を数値実験で推測する。

要素分割は領域 Ω = [0, 1]× [0, 1]をN 等分して各格子を下図のように 2つに分けたものを考える。

領域の分割 (N = 4)

N = 10としたときの結果を書く。実験は t = 0から τ 刻みで t = 20までの解の様子を見て、不安定現象がおこる
かどうかを見た。不安定かどうかは、 |un

h|2L2(Ω) が、常に減少するかを見た。

机上で計算した値をまず考える。 hは要素の最大辺長であるので、今回は h =
√

2
10
である。そして、 c0 は参考文

献 (P83脚注)によると、 c0 = 4
√

6ととることができる。よって、 τ のとりうる最大値 τδ は δ ∈ (0, 1)によって変
わり、

0 < τδ <
2

(4
√

6)2

(√
2

10

)2 (
= 0.000416̇

)

の範囲にあるれば安定であることが定理により分かる。実際の数値実験では、

τ の値 安定、不安定

0.000818567431 不安定

0.00081856743096875 不安定

0.0008185674309375 安定

0.000818567430875 安定

0.00081856743075 安定

0.0008185674305 安定

0.00081856743 安定

より、 τ = 0.000818567430968以下の値で安定であった。

7 参考文献

定理、実験の c0 の内容などの参考文献に、田端正久「微分方程式の数値解法 II」岩波書店 を用いた。
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