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２次元円盤の方程式(Neumann)



∂2u

∂t2
= c2

(
∂2u

∂r2
+

1
r

∂u

∂r
+

1
r2

∂2u

∂θ2

)
(0 < r < 1, 0 < t < ∞).

∂u

∂n
= 0 (r = 1, 0 < t < ∞).

u = f(r, θ),
∂u

∂t
= g(r, θ) (t = 0).

固有値問題は
∂2U

∂x2
+

∂2U

∂y2
= −λU.

∂U

∂n
= 0.

1



この固有値問題から求められる固有値は0または lnmに等しい。lnm

はJ ′
n(r)の正の零点を小さい順に並べたものである。

J ′
n(lnm) = 0, 0 < ln1 < ln2 < ln3 < · · ·

また、正方領域とは違い円盤領域の場合は重根はない。(金子晃先
生の「偏微分方程式」参照)

lnmに属する固有関数は、

Unm(r, θ) = Jn(lnmr)[A sin(nθ) + B cos(nθ)]

= Jn(lnmr)C cos(nθ + D)

(n = 0, 1, 2, · · · ,m = 1, 2, 3, · · · , A, B,C, Dは任意定数)
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Besselの方程式

r2R′′ + rR′ + (λ2r2 − n2)R = 0
はBesselの方程式と呼ばれ、一般解は

R(r) = AJn(λr) + BYn(λr)

と表わされる。ここで、Jn(x)は第一種Bessel関数、Yn(x)は第二種
Bessel関数と呼ばれ、

Jn(x) =
∞∑

m=0

(−1)m

m!Γ(m + n + 1)

(x

2

)2m+n

Yn(x) =
Jn(x) cos(nπ) − J−n(x)

sin(nπ)
で定義され、線形独立である。
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Figure 1: 第一種Bessel関数
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Figure 2: 第二種Bessel関数
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関数Yn(λr)はr = 0で有界でないから我々の解としては

R(r) = AJn(λr)

を選んだ。
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検証結果

(n=10,m=3,a=1,b=1)の場合
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(n=5,m=3,a=1,b=1)の場合
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(n=1,m=3,a=1,b=1)の場合
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(n=5,m=7,a=1,b=1)の場合
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Figure 3: クラドニが実際に作った図形
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まとめ

• 正方領域では数多くシミュレーションしたが、参考にした図形と
一致したものは２つだった。固有値が３重根以上の場合はまだシ
ミュレーションしていないので、その結果次第ではさらに参考に
した図形と一致するものが出てくるかもしれない。また、近接
している固有値の固有関数を混ぜることで近いものが出てくる
可能性もある。

• 円盤領域ではクラドニの本にある図形と全く同じものは無かっ
た。しかし、シミュレーションでは節しか表わされないので、実
際に実験すると振動が非常に小さいところにも砂が溜まり、クラ
ドニの図形と同じできる可能性がある。
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