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第1章 序

この研究の目標は桂田研の先輩達のレポートを読み進め、Bessel関数,２次元円盤
領域の厳密解の勉強を通して、３次元円柱領域の熱方程式,Laplace方程式の厳密
解を求めていくことである。
これは研究を通して感じたことだが、２次元円盤領域の厳密解については本を

調べれば容易く見つけることができたが、３次元になると見つけるのは大変だっ
た。Laplace方程式に至っては見つけることさえできなかった。
また、今回の研究ではプログラムを作り数値実験を行うまでには至らなかった
が、後に３次元での数値実験を行うときやLaplace方程式の厳密解について調べた
いときにはこの研究の内容を参考にして貰えれば嬉しく思う。
参考文献の中では主にBessel関数については [1]が、３次元での勉強には [3],[4]

がお勧めであるので、興味を持ち勉強する際にはそちらを参考にして欲しい。
Bessel関数については特殊関数だけあって、あまり聞きなれない人が多いかも

しれない。私もこの研究を通して初めて勉強したのだが、意外に奥が深く正直な
ところまだすべてを勉強できてはいない。Bessel関数を勉強する機会はあまり無
いと思うので、このレポートを読んでBessel関数について少しでも興味を持って
貰えたら幸いである。
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第2章 熱方程式の厳密解

2.1 Bessel関数
この節の内容についてはボウマン [1] を参考にした。
ここでは、円盤領域・円柱領域の厳密解を考えていく上で現れる Bessel関数に
ついて述べる。

2.1.1 Besselの方程式とその基本解

x2y′′ + xy′ + (x2 − α2)y = 0 (α :実定数) (2.1)

(2.1)の形をした方程式を Besselの方程式という。(2.1)は特異点 x = 0 を持つの
で、その特解を一般化されたベキ級数

y = xs

∞∑

k=0

akx
k (a0 6= 0) (2.2)

の形で求める。
まず、(2.2)を微分して y′と y′′を求めると、

y′ =
∞∑

k=0

ak(s + k)xs+k−1, (2.3)

y′′ =
∞∑

k=0

ak(s + k)(s + k − 1)xs+k−2 (2.4)

となる。この (2.3)と (2.4)を (2.2)と共に (2.1)に代入すると、
∞∑

k=0

(
ak(s + k)(s + k − 1)xs+k + ak(s + k)xs+k + ak(x

2 − α2)xs+k
)

= 0, (2.5)

∞∑

k=0

(
ak

(
s + k2 − α2

)
xs+k + akx

s+k+2
)

= 0, (2.6)
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∞∑

k=0

(
ak

(
s + k2 − α2

)
xs+k

)
+

∞∑

k=2

ak−2x
s+k = 0. (2.7)

(2.7)の第１項の級数を展開して第２項と合わせると、

(s2 − α2)a0x
s +

(
s + 12 − α2

)
a1x

s+1 +
∞∑

k=2

((
s + k2 − α2

)
ak + ak−2

)
xs+k = 0.

(2.8)

ここで (2.8)の xの (ベキ級数の)係数をそれぞれ 0とおくと、

s2 − α2 = 0, (2.9)(
s + 12 − α2

)
a1 = 0, (2.10)(

s + k2 − α2
)
ak + ak−2 = 0 (k = 2, 3, · · · ). (2.11)

(2.9)より、s = ±αとなる。
そこで、まず s = α (α:正の定数)の場合を考える。すると、(2.10)より (2α +

1)a1 = 0となり、αは正の定数だから α 6= 1

2
なので、

a1 = 0. (2.12)

また、(2.11)より (2αk + k2)ak + ak−2 = 0となり、α 6= −k

2
(k = 2, 3, · · · )より、

ak = − ak−2

k(2α + k)
(k = 2, 3, · · · ). (2.13)

そこで (2.12)より a3 = − a1

3(2α + 3)
= 0, a5 = − a3

5(2α + 5)
= 0, · · · となり、奇数

番号の係数は 0となる。よって、

a2k+1 = 0 (k = 0, 1, · · · ) (2.14)

となる。
偶数番号は kを 2kと置き換えて考えると、

a2k = − a2k−2

2k(2α + 2k)
= − a2k−2

22k(α + k)
(k = 1, 2, · · · ) (2.15)

となるので、a2 = − a0

22(α + 1)
, a4 =

a0

2222(α + 1)(α + 2)2
, a6 = − a0

222222(α + 1)(α + 2)(α + 3)2× 3
, · · ·

となる。
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こうして、偶数番号の係数は、

a2k = (−1)k a0

22k(α + 1)(α + 2) · · · (α + k)k!
(2.16)

となる。(2.1)は線形同次方程式であるから a0は自由に選べる。そこで、a0を

a0 =
1

2αΓ(α + 1)
(2.17)

ととることとする。ここで Γ(α)は Γ関数で、

Γ(α) =

∫ ∞

0

e−xxα−1dx (α > 0) (2.18)

と定義される。そこで以後使用する Γ関数の性質をいくつか述べておく。

定理１ 　　
任意の正の αに対し、

Γ(α + 1) = αΓ(α) (2.19)

が成り立つ。( 証明は Γ(α + 1)を部分積分すればできるので、省略する。)

定理２ 　　
任意の自然数 nに対し、

Γ(n + 1) = n! (2.20)

が成り立つ。（証明は省略する。）

(2.17)から (2.16)は

a2k = (−1)k 1

22k+α(α + 1)(α + 2) · · · (α + k)k!Γ(α + 1)

となる。更に、(2.19)を繰り返し用いると、

a2k = (−1)k 1

22k+αk!Γ(α + k + 1)
(k = 1, 2, · · · ) (2.21)

となる。そして、この a2k, a2k+1を (2.2)に代入すると、

Jα(x) =
∞∑

k=0

(−1)k
(x

2

)2k+α

k!Γ(α + k + 1)
=

(x

2

)α
∞∑

k=0

(−1)k
(x

2

)2k

k!Γ(α + k + 1)
(2.22)

となり、Besselの方程式の特解が得られる。この特解 Jα(x)をα次の第１種Bessel

関数という。
次に (2.22)が任意の xに対して収束することを示す。そこで、ダランベールの判

定法を用いる。その時に (2.22)の収束半径を求めるが、そこで次の定理を用いる。
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定理 　∑
anx

nにおいて

lim
n→∞

∣∣∣∣
an

an+1

∣∣∣∣ = ρ (2.23)

があれば、ρは
∑

anxnの収束半径である。
(ρ = 0のときは、すべての x 6= 0について発散する。)

(ρ = ∞のときは、すべての x 6= 0についてダランベールの判定法により∑
anx

nは収束する。)

そこで Jα(x)の係数を

ak =
(−1)k

k!Γ(α + k + 1)

として Jα(x)の収束半径を求めると、

lim
k→∞

∣∣∣∣
ak

ak+1

∣∣∣∣ = |−(k + 1)(α + k + 1)|
= +∞

となり、ダランベールの判定法より Jα(x)は任意の xに対して収束する。
次に s = −αと考えた場合、(2.10)より

(−2α + 1)a1 = 0 (2.24)

となり、(2.11)より

k(−2α + k)ak = −ak−2 (k = 2, 3, · · · ) (2.25)

となる。ここで、α 6= k

2
(k = 2, 3, · · · )ならば、

a1 = 0, ak = − ak−2

k(−2α + k)
(k = 2, 3, · · · )

となり、先ほどと同様に計算をすれば、

J−α(x) =
∞∑

k=0

(−1)k
(x

2

)2k−α

k!Γ(−α + k + 1)
(2.26)

が求まる。(Jα(x)の計算のときに、a0を a0 =
1

2−αΓ(−α + 1)
とおいて計算すれば

よい。)収束性についても同様の計算で示せる。
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α =
k

2
(k = 1, 3, · · · )の時、奇数番号で一箇所割れない部分があるが、ak = 0

とすれば奇数番号については、

a2j+1 = 0 (j = 0, 1, 2, · · · )

となる。
偶数番号については特に影響が無いので、

a2j =
2j − 2

22j(−α + j)
(j = 1, 2, · · · )

となり、同様の計算で J−α(x)が求まる。

また、α =
k

2
(k = 2, 4, · · · )の時は、

ak−2 = 0

となり、ak−2以前の偶数番号についてはすべて 0となってしまう。そこで、0でな
い場所から始める為に、k = 2α + mとおいて考える。(2.8)～(2.11)を k = 2α + m

とおくと、

y = x−α

∞∑
m=0

a2α+mx2α+m

= xα

∞∑
m=0

a2α+mxm (a2α 6= 0)

より、

(2α + 1)a2α+1 = 0, (2.27)

m(2α + m)a2α+m = −a2α+m−2 (m = 2, 3, · · · ) (2.28)

となる。
奇数番号については (2.27)より、

a2α+2m−1 = 0 (m = 1, 2, · · · ) (2.29)

偶数番号については (2.28)より、

a2α+2m =
(−1)ma2α

22mm!(α + 1)(α + 2) · · · (α + m)
(m = 1, 2, · · · ) (2.30)
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となる。そこで、

a2α =
(−1)α

2αα!

とおくと、

a2α+2m =
(−1)m+α

22m+αm!Γ(α + m + 1)
(m = 0, 1, · · · ) (2.31)

となる。(2.29),(2.31)より、

J−α(x) =
∞∑

m=0

(−1)m+α
(x

2

)2m+α

m!Γ(α + m + 1)

= (−1)α

∞∑
m=0

(−1)m
(x

2

)2m+α

m!Γ(α + m + 1)

= (−1)αJα(x) (2.32)

よって、αが自然数のとき、J−α(x)と Jα(x)は線形従属である。以上より、

(i) αが整数でない⇒ Jα(x)と J−α(x)は線形独立である。（互いに異なるベキか
ら始まっているため)

(ii)αが整数 ⇒ Jα(x)と J−α(x)は線形従属である。

このため、αが整数 nの時、Besselの方程式の一般解を求めるためには、Jα(x)

と線形独立な特解がもう一つ必要となる。そのために、新しい関数を

Yα(x)
def
=

Jα(x) cos απ − J−α(x)

sin απ
(α > 0, α 6= 0, 1, 2, · · · ) (2.33)

と定義する。Yα(x)はJα(x)とJ−α(x)の線形結合より、(2.1)の解である。このYα(x)

を第二種Bessel関数という。

αが整数のとき、Yα(x)は不定形となるが αを整数に近づく極限と考えれば、
Yα(x)は (2.1)の解より、

Yn(x)
def
= lim

α→n
Yα(x) (n = 0, 1, 2, · · · ) (2.34)
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と定義する。Yn(x)を計算すると、

Yn(x) = lim
α→n

Jα(x) cos απ − J−α(x)

sin απ

= lim
α→n

−πJα(x) sin απ +
∂Jα(x)

∂α
cos απ − ∂J−α(x)

∂α
π cos απ

(ロピタルの定理を使用)

=

(−1)n

(
∂Jα(x)

∂α

)

α=n

−
(

∂J−α(x)

∂α

)

α=n

(−1)nπ
. (2.35)

そこで、
∂Jα

∂α
を求めると、

Jα(x) =
(x

2

)α
∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(α + k + 1)

(x

2

)2k

より、

∂Jα

∂α
=

(x

2

)α

log
(x

2

) ∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(α + k + 1)

(x

2

)2k

−
(x

2

)α
∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(α + k + 1)

Γ′(α + k + 1)

Γ(α + k + 1)

(x

2

)2k

= Jα(x) log
(x

2

)
−

∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(α + k + 1)

Γ′(α + k + 1)

Γ(α + k + 1)

(x

2

)2k+α

.

よって、
(

∂Jα(x)

∂α

)

α=n

= Jα(x) log
(x

2

)
−

∞∑

k=0

(−1)k

k!(n + k)!

Γ′(n + k + 1)

Γ(n + k + 1)

(x

2

)2k+n

.
(2.36)

次に
∂J−α

∂α
を求める。そこで、J−α(x)を

J−α(x) =
n−1∑

k=0

(−1)k
(x

2

)2k−α

k!Γ(−α + k + 1)
+

∞∑

k=n

(−1)k
(x

2

)2k−α

k!Γ(−α + k + 1)
(2.37)

と変形する (n = 0の時は第１項はなし)。そこで、Γ関数の公式

Γ(x)Γ(1− x) =
π

sin πx
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を用いる。上記の式で xに (α− k)を代入すると、

Γ(α− k)Γ(1− (α− k)) =
π

sin(α− k)π

となるので、
1

Γ(−α + k + 1)
=

sin(α− k)π

π
Γ(α− k) (2.38)

が得られる。ここで、sin(α− k)π = (−1)k sin απより、(2.38)は

1

Γ(−α + k + 1)
=

(−1)k sin απ

π
Γ(α− k) (2.39)

となる。(2.39)を (2.37)に用いると、

J−α(x) =
n−1∑

k=0

− sin απ

π

Γ(α− k)

k!

(x

2

)2k−α

+
∞∑

k=n

(−1)k
(x

2

)2k−α

k!Γ(−α + k + 1)

となる。すると、

∂J−α

∂α
= −J−α(x) log

(x

2

)
+

n−1∑

k=0

1

k!

(
sin απ

π
Γ′(α− k) + Γ(α− k) cos απ

) (x

2

)2k−α

+
∞∑

k=n

(−1)k

k!(−α + k + 1)

Γ′(−α + k + 1)

Γ(−α + k + 1)

(x

2

)2k−α

よって、

(
∂J−α

∂α

)

α=n

= −J−α(x) log
(x

2

)
+ (−1)n

n−1∑

k=0

Γ(n− k)

k!

(x

2

)2k−α

+
∞∑

k=n

(−1)k

k!(−α + k + 1)

Γ′(−α + k + 1)

Γ(−α + k + 1)

(x

2

)2k−α

となる。更に変形すると、

(
∂J−α

∂α

)

α=n

= −(−1)nJn(x) log
(x

2

)
+ (−1)n

n−1∑

k=0

Γ(n− k)

k!

(x

2

)2k−α

+ (−1)n

∞∑

k=0

(−1)k

k!(k + n)!

Γ′(k + 1)

Γ(k + 1)

(x

2

)2k+n
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を得る。(2.36),(2.40)を Yn(x)に代入すると、

πYn(x) = Jn(x) log
(x

2

)
−

∞∑

k=0

(−1)k

k!(n + k)!

Γ′(n + k + 1)

Γ(n + k + 1)

(x

2

)2k+n

+ Jn(x) log
(x

2

)
−

n−1∑

k=0

Γ(n− k)

k!

(x

2

)2k−n

−
∞∑

k=0

(−1)k

k!(k + n)!

Γ′(k + 1)

Γ(k + 1)

(x

2

)2k+n

= 2Jn(x) log
(x

2

)
−

n−1∑

k=0

(n− k − 1)!

k!

(x

2

)2k−n

−
∞∑

k=0

(−1)k

k!(n + k)!

(
Γ′(k + 1)

Γ(k + 1)
+

Γ′(n + k + 1)

Γ(n + k + 1)

) (x

2

)2k+n

.

この式を更に変形していくために、まず Γ(x + 1) = xΓ(x)を微分する。

Γ′(x + 1) = (xΓ(x))′

= Γ(x) + xΓ′(x)

=
Γ(x + 1)

x
+ xΓ′(x)

上記の式より、

Γ′(x + 1)

Γ(x + 1)
=

1

x
+

xΓ′(x)

Γ(x + 1)

=
1

x
+

Γ′(x)

Γ(x)

=
1

x
+

1

x− 1
+

Γ′(x− 1)

Γ(x− 1)

=
1

x
+

1

x− 1
+ · · ·+ 1

1
+

Γ′(1)

Γ(1)

となる。ここで、

l∑

k=1

1

k
= φ(l), γ =

Γ′(1)

Γ(1)
= 0.57721 · · · (オイラー定数)

とおくと、
Γ′(l + 1)

Γ(l + 1)
= φ(l) + γ (2.40)
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となる。(2.40)を用いると、

πYn(x) = 2Jn(x) log
(x

2

)
−

n−1∑

k=0

(n− k − 1)!

k!

(x

2

)2k−n

−
∞∑

k=0

(−1)k

k!(n + k)!
(φ(k) + γ + φ(n + k) + γ)

(x

2

)2k+n

= 2
(
log

(x

2

)
− γ

)
Jn(x)−

n−1∑

k=0

(n− k − 1)!

k!

(x

2

)2k−n

−
∞∑

k=0

(−1)k

k!(n + k)!
(φ(k) + φ(n + k))

(x

2

)2k+n

(2.41)

となる (ただし、n = 0のとき右辺の第２項はない)。
ここで、Yn(x)の収束性について考える。第１項の収束性については示してあり、
第２項については明らか。これより第３項について考える。そこで第３項の係数
部分を、

bk =
(−1)k

k!(n + k)!
(φ(k) + φ(n + k))

とおいて収束半径を求めると、

bk

bk+1

=
(−1)k (φ(k) + φ(n + k))

k!(n + k)!

(k + 1)!(n + k + 1)!

(−1)k+1 (φ(k + 1) + φ(n + k + 1))

= (−(k + 1)(n + k + 1))
φ(k) + φ(n + k)

φ(k + 1) + φ(n + k + 1)

そこで、

φ(k) + φ(n + k)

φ(k + 1) + φ(n + k + 1)
=

φ(k) + φ(n + k)

φ(k) +
1

k + 1
+ φ(n + k) +

1

n + k + 1

= 1 +
φ(k) + φ(n + k)
1

k + 1
+

1

n + k + 1
→ ∞ (k →∞)

よって、
bk

bk+1

→∞ (k →∞).

収束半径が∞となるので、ダランベールの判定法より Yn(x)は任意の xに対して
常に収束する。
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Yα(x)はBesselの方程式の解になっていて、Jαと線形独立である。よって、Jα

と YαはBesselの方程式の基本解となっている。従って、(2.1)の一般解は、

y = C1Jα(x) + C2Yα(x) (C1, C2は任意定数)

となる。
また、異なる次数のBessel関数の間には次の漸化式が成り立つ。





J ′α(x) = Jα−1(x)− α

x
Jα(x),

J ′α(x) = −Jα+1(x) +
α

x
Jα(x).

(2.42)

証明

(x

2

)α

Jα(x) =
∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(k + α + 1)

(x

2

)2k+2α

これを xで微分すると、

d

dx

((x

2

)α

Jα(x)
)

=
∞∑

k=0

(−1)k(2k + 2α)

k!Γ(k + α + 1)

(x

2

)2k+2α−1 1

2

=
(x

2

)α
∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(k + α)

(x

2

)2k+2α−1

=
(x

2

)α

Jα−1(x).

これより、
d

dx
(xαJα(x)) = xαJα−1(x)

となるので、
J ′α(x) = Jα−1(x)− α

x
Jα(x)

となる。
同様に、 (x

2

)−α

Jα(x) =
∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(k + α + 1)

(x

2

)2k

.
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これを xで微分すると、

d

dx

((x

2

)−α

Jα(x)

)
=

∞∑

k=0

(−1)k2k

k!Γ(k + α + 1)

(x

2

)2k−1 1

2

=
∞∑

k=1

(−1)k

(k − 1)!Γ(k + α + 1)

(x

2

)2k−1

= −
(x

2

)−α
∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(k + α + 2)

(x

2

)2k+α+1

= −
(x

2

)−α

Jα+1(x)

これより、
d

dx

(
x−αJα(x)

)
= −x−αJα+1(x)

となるので、
J ′α(x) = −Jα+1(x) +

α

x
Jα(x)

となる。(証明終)

また、次の漸化式も成り立つ。




Y ′
α(x) = Yα−1(x)− α

x
Yα(x),

Y ′
α(x) = −Yα+1(x) +

α

x
Yα(x)

(2.43)

証明

α 6= 0, 1, · · · の時、
Yα(x) =

Jα(x) cos απ − J−α(x)

sin απ
であるので、これより、

Y ′
α(x) =

J ′α(x) cos απ − J ′−α(x)

sin απ

=

(
Jα−1(x)− α

x
J−α(x)

)
cos απ −

(
−J−α+1(x)− α

x
J−α(x)

)

sin απ

=
Jα−1(x) cos απ + J−(α−1)(x)

sin απ
−

α

x
(Jα(x) cos απ − J−α(x))

sin απ

=
Jα−1(x) cos(α− 1)π − J−(α−1)(x)

sin(α− 1)π
−

α

x
(Jα(x) cos απ − J−α(x))

sin απ

= Yα−1(x)− α

x
Yα(x)
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となる。(cos(α± 1)π = − cos απ, sin(α± 1)π = − sin απを途中で用いた)

また、

Y ′
α(x) =

J ′α(x) cos απ − J ′−α(x)

sin απ

=

(
−Jα+1(x)− α

x
Jα(x)

)
cos απ −

(
−J−(α+1)(x) +

α

x
J−α(x)

)

sin απ

=
−Jα+1(x) cos απ − J−(α+1)(x)

sin απ
+

α

x
(Jα(x) cos απ − J−α(x))

sin απ

= −Jα+1(x) cos(α + 1)π − J−(α+1)(x)

sin(α + 1)π
+

α

x
Yα(x)

= −Yα+1(x) +
α

x
Yα(x)

となる。α = 0, 1, · · · の時は、Yα(x)を limα→n Yα(x) (n = 0, 1, 2, · · · )と置き換え
て考えればいい。(証明終)

2.1.2 Bessel関数の原点付近での有様

x = 0の近傍での J ,Y の様子を調べる。

Jα(x) =
(x

2

)α
∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(k + α + 1)

(x

2

)2k

=
1

Γ(α + 1)

(x

2

)α

− 1

1!Γ(α + 2)

(x

2

)2+α

+ · · ·

より、x ' 0において

Jα(x) ' 1

Γ(α + 1)

(x

2

)α

(α 6= −n, n :自然数). (2.44)

α = −n (n:自然数)の場合、J−n(x) = (−1)nJn(x)より、

J−n(x) ' (−1)n

Γ(n + 1)

(x

2

)n

=
(−1)n

n!

(x

2

)n

(2.45)

となる。
また、(2.41)において n = 0のとき、

πY0(x) = 2
(
log

(x

2

)
− γ

)
J0(x)−

∞∑

k=0

(−1)k

k!k!
(2φ(k))

(x

2

)2k
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なので、x ' 0において J0(0) = 1より、

πY0(x) ' 2 log
(x

2

)
(2.46)

となる。
n = 1, 2, · · · のとき (2.41)は、

πYn(x) = 2
(
log

(x

2

)
− γ

)
Jn(x)

− (n− 1)!
(x

2

)−n

− (n− 2)!

1!

(x

2

)2−n

− · · · − 0!

(n− 1)!

(x

2

)n−2

−
∞∑

k=0

(−1)k

k!(n + k)!
(φ(k) + φ(n + k))

(x

2

)2k+n

より、x ' 0において、

πYn(x) ' −(n− 1)!
(x

2

)−n

(2.47)

となる。よって、

(i) αが整数で無い場合

(2.44)から、x → 0とすると Jα(x)は xαより 0となり、J−α(x)は
(

1

x

)α

より無

限大になる。これより、Yα(x)も
(

1

x

)α

より無限大になる。

(ii) αが整数の場合

J0(x) = 1である。nを自然数としたとき (2.45)から、x → 0とすると Jn(x)と
J−n(x)は共に xnより 0となる。一方、Yα(x)の方は x → 0とすると、(2.46)から

Y0(x)は log
(x

2

)
により無限大になる。また、(2.47)から Yn(x)は

(
1

x

)n

より無限

大になる。

よって、α = 0, 1, 2, · · · の場合、x = 0の近傍でのBesselの方程式の有界な一般
解は Jα(x)の定数倍に限られる。
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2.1.3 Bessel関数の直交性と零点

kを 0でない定数として、

x2y′′ + xy′ + (k2x2 − α2)y = 0 (2.48)

について考えていく。t = kxとおくと、




dy

dx
=

dy

dt

dt

dx
= k

dy

dx
,

d2y

dx2
= k2d2y

dt2

より、(2.48)に代入すると

x2k2d2y

dt2
+ xk

dy

dt
+ (t2 − α2)y = 0,

t2
d2y

dt2
+ t

dy

dt
+ (t2 − α2)y = 0

となる。従って、y = Jα(kx)は (2.48)の解である。

x2 d2

dx2
Jα(kx) + x

d

dx
Jα(kx) + (k2x2 − α2)Jα(kx) = 0.

そこで xで割ると、

x
d2

dx2
Jα(kx) +

d

dx
Jα(kx) +

(
k2x− α2

x

)
Jα(kx) = 0

となる。これは、

d

dx

(
x

d

dx
Jα(kx)

)
+

(
k2x− α2

x

)
Jα(kx) = 0 (2.49)

と表せる。ここで、kについて異なる値 k1,k2に対応する式を書くと、

d

dx

(
x

d

dx
Jα(k1x)

)
+

(
k2

1x−
α2

x

)
Jα(k1x) = 0, (2.50)

d

dx

(
x

d

dx
Jα(k2x)

)
+

(
k2

2x−
α2

x

)
Jα(k2x) = 0 (2.51)

となる。そして、(2.50)× Jα(k2x)− (2.51)× Jα(k1x)を計算すると、

Jα(k2x)
d

dx

(
x

d

dx
Jα(k1x)

)
− Jα(k1x)

d

dx

(
x

d

dx
Jα(k2x)

)

+ (k2
1 − k2

2)xJα(k1x)Jα(k2x) = 0
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となる。ここで、

Jα(k2x)
d

dx
Jα(k1x) + xJα(k2x)

d2

dx2
Jα(k1x)− Jα(k1x)

d

dx
Jα(k2x)

+ xJα(k1x)
d2

dx2
Jα(k2x)

d

dx
+ (k2

1 − k2
2)xJα(k1x)Jα(k2x) = 0

であるので、

d

dx

(
xJα(k2x)

d

dx
Jα(k1x)

)
− d

dx

(
xJα(k1x)

d

dx
Jα(k2x)

)

− x
d

dx
Jα(k2x)

d

dx
Jα(k1x) + x

d

dx
Jα(k1x)

d

dx
Jα(k2x)

+ (k2
1 − k2

2)xJα(k1x)Jα(k2x) = 0

となる。
よって、

d

dx

(
xJα(k2x)

d

dx
Jα(k1x)

)
− d

dx

(
xJα(k1x)

d

dx
Jα(k2x)

)

+ (k2
1 − k2

2)xJα(k1x)Jα(k2x) = 0.

従って、

(k2
2 − k2

1)xJα(k1x)Jα(k2x) =
d

dx

(
xJα(k2x)

d

dx
Jα(k1x)− xJα(k1x)

d

dx
Jα(k2x)

)

(2.52)

となる。ここで (2.22)より、

Jα(k1x) =
1

Γ(α + 1)

(
k1x

2

)α

− 1

1!Γ(α + 2)

(
k1x

2

)α+2

+
1

2!Γ(α + 3)

(
k1x

2

)α+4

− · · · ,

Jα(k2x) =
1

Γ(α + 1)

(
k2x

2

)α

− 1

1!Γ(α + 2)

(
k2x

2

)α+2

+
1

2!Γ(α + 3)

(
k2x

2

)α+4

− · · · ,

x
d

dx
Jα(k1x) =

∞∑

k1=0

(−1)k1(2k1 + α)

k!Γ(α + k1 + 1)

(
k1x

2

)2k1+α

=
α

Γ(α + 1)

(
k1x

2

)α

− α + 2

1!Γ(α + 2)

(
k1x

2

)α+2

+
α + 4

2!Γ(α + 3)

(
k1x

2

)α+4

− · · · ,

x
d

dx
Jα(k2x) =

∞∑

k2=0

(−1)k2(2k2 + α)

k!Γ(α + k2 + 1)

(
k2x

2

)2k2+α

=
α

Γ(α + 1)

(
k2x

2

)α

− α + 2

1!Γ(α + 2)

(
k2x

2

)α+2

+
α + 4

2!Γ(α + 3)

(
k2x

2

)α+4

− · · · .
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これより、(2.52)の右辺の括弧内の第１項が消えるので、xのベキ級数は x2(α+1)か
ら始まる。
従って、α > −1ならば (2.52)は x = 0で 0となるので、このことに注意しつつ

(2.52)を区間 (0, l)で積分する。

∫ l

0

(k2
2 − k2

1)xJα(k1x)Jα(k2x)dx =

∫ l

0

d

dx

(
xJα(k2x)

d

dx
Jα(k1x)− xJα(k1x)

d

dx
Jα(k2x)

)
dx

=

[
xJα(k2x)

d

dx
Jα(k1x)− xJα(k1x)

d

dx
Jα(k2x)

]l

0

そこで、
d

dx
Jα(x) = J ′α(x)

とすると、

d

dx
Jα(k1x)

∣∣∣∣
x=l

= k1J
′
α(k1l),

d

dx
Jα(k2x)

∣∣∣∣
x=l

= k2J
′
α(k2l)

であるので、

(k2
2 − k2

1)

∫ l

0

xJα(k1x)Jα(k2x)dx = l (k1J
′
α(k1l)Jα(k2l)− k2J

′
α(k2l)Jα(k1l)) (2.53)

l = 1の場合は、

(k2
2 − k2

1)

∫ 1

0

xJα(k1x)Jα(k2x)dx = k1J
′
α(k1)Jα(k2)− k2J

′
α(k2)Jα(k1) (2.54)

となる。ここで、次の定理を示す。

定理 　　　
α > −1の時、Jα(x)の零点はすべて実数となる。
(Jα(x)の零点:Jα(a) = 0となる点 aを Jαの零点という)

証明

Jα(x)が複素零点 a + ib (b 6= 0)を持つと仮定すると、

Jα(a + ib) =
∞∑

k=0

(−1)k

(
a + ib

2

)2k+α

k!Γ(α + k + 1)
= 0 (2.55)
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となる。ここで、(a + ib)n = (a− ib)n (n:定数)より、(2.55)の共役を取ると、

Jα(a− ib) =
∞∑

k=0

(−1)k

(
a− ib

2

)2k+α

k!Γ(α + k + 1)
= 0 (2.56)

となる。そこで、(2.54)の式で k1 = a+ ib, k2 = a− ibとおくと (k2
2−k2

1) = −4abi

より、α > −1のとき、

−4abi

∫ 1

0

xJα(k1x)Jα(k2x)dx = 0

となる ((2.55),(2.56)を用いたため)。ここで、a 6= 0の時、
∫ 1

0

xJα(k1x)Jα(k2x)dx = 0

となる (−4abi 6= 0のため)。しかし、Jα(k1x)と Jα(k2x)は互いに共役なので、積
分の中の式 xJα(k1x)Jα(k2x)が正となり、(2.1.3)は 0にならない。よって、(2.1.3)

の式は成立しない。従って、Jα(x)は a + ib (a 6= 0かつ b 6= 0)を零点に持たない。
また、a = 0の時、ib (b 6= 0)を Jα(x)に代入すると、

Jα(ib) = (ib)α

∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(k + α + 1)

(ib)2k

22k+α

= (ib)α

∞∑

k=0

1

k!Γ(k + α + 1)

b2k

22k+α

となる。よって、
Jα(ib)

(ib)α
=

∞∑

k=0

1

k!Γ(k + α + 1)

b2k

22k+α

となる。ここで、α > −1より Γ関数が正となるので、右辺は正になることがわ
かり、0でないことがわかる。従って、Jα(x)は ib (b 6= 0)を零点に持たない。(証
明終)

次にBessel関数の直交性について考える。

　 k1 =
µi

l
, k2 =

µj

l
(l:正の定数)

とおく。ここで、µi, µj(i, j = 1, 2, · · · )は Jαの正の零点とする。

(i)i 6= jの場合
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(2.53)より、

(k2
2 − k2

1)

∫ l

0

xJα(
µi

l
x)Jα(

µj

l
x)dx = l (k1J

′
α(µi)Jα(µj)− k2J

′
α(µj)Jα(µi))

µi, µjは Jαの正の零点より、上記の式で右辺は 0になる。また、k2
2 − k2

1 6= 0であ
るので、 ∫ l

0

xJα(
µi

l
x)Jα(

µj

l
x)dx = 0 (2.57)

となる。

(ii)i = jの場合

k =
µ

l
とおく (µは正の零点)。(2.53)において k1 = kとおくと、

(k2
2 − k2)

∫ l

0

xJα(kx)Jα(k2x)dx = l (kJ ′α(kl)Jα(k2l)− k2J
′
α(k2l)Jα(µ))

となる。Jα(µ) = 0より、

∫ l

0

xJα(kx)Jα(k2x)dx =
lkJ ′α(kl)Jα(k2l)

k2
2 − k2

と表せる。ここで、k2を変数として kへの極限をとると、

lim
k2→k

∫ l

0

xJα(kx)Jα(k2x)dx = lim
k2→k

lkJ ′α(kl)Jα(k2l)

k2
2 − k2

従って、 ∫ l

0

x (Jα(kx))2 dx = lim
k2→k

lkJ ′α(kl)Jα(k2l)

k2
2 − k2

右辺は不定形なのでロピタルの定理を用いると、
∫ l

0

x (Jα(kx))2 dx = lim
k2→k

l2kJ ′α(kl)J ′α(k2l)

2k2

=
l2

2
(J ′α(kl))

2
(2.58)

となる。ここで、以前示した漸化式 J ′α(x) = −Jα+1(x) − α

x
Jα(x)で x = µとする

と Jα(µ) = 0より、
J ′α(µ) = −Jα+1(µ)

21



となるので (2.58)は、

∫ l

0

x
(
Jα(

µ

l
x)

)2

dx =
l2

2
(Jα+1(µ))2 (2.59)

となる。
以上より、

∫ l

0

xJα(
µi

l
x)Jα(

µj

l
x)dx =





0 (i 6= j)
l2

2
(Jα+1(µi))

2 (i = j)
(2.60)

という直交関係が得られた (ただし、α > −1で µi, µjは Jαの正の零点)。

2.1.4 Bessel関数による任意関数の展開

0 < x < lで f(x)を定義する。任意関数 f(x)が、

f(x) =
∞∑
i=1

aiJα

(
µ

(α)
i

x

l

)
(α > −1) (2.61)

に級数展開されるものとする。µ
(α)
1 , µ

(α)
2 , · · · は増加順に並んだ Jαの正の零点であ

る。aiを定めるため、(2.61)の両辺に xJα

(
µ

(α)
j

x

l

)
を掛けて、項別積分可能と仮定

して [0, l]で積分すると、

∫ l

0

xf(x)Jα

(
µ

(α)
j

x

l

)
dx =

∫ l

0

xJα

(
µ

(α)
j

x

l

) ∞∑
i=1

aiJα

(
µ

(α)
i

x

l

)
dx

=

∫ l

0

x

∞∑
i=1

aiJα

(
µ

(α)
j

x

l

)
Jα

(
µ

(α)
i

x

l

)
dx

となる。ここで、(2.60)の直交性により i = jの項だけが残るので、

∫ l

0

xf(x)Jα

(
µ

(α)
j

x

l

)
dx = aj

∫ l

0

xJα

((
µ

(α)
j

x

l

))2

dx

=
ajl

2

2

(
Jα+1(µ

(α)
i )

)2

となる。
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よって、jを iとして、

ai =
2

l2
(
Jα+1(µ

(α)
i )

)2

∫ l

0

xf(x)Jα

(
µ

(α)
j

x

l

)
dx (2.62)

が求まる。ここで、f(l) = 0であることが必要である。このことは、f(l) = 0+0+

0 + · · · で明らかである。(2.61),(2.62)を f(x)の Fourier-Bessel展開という。

2.1.5 Bessel関数の零点の性質

ここでは、円盤領域・円柱領域における固有値の議論の際に用いると思われる
零点の性質をあげる。

1. n > 0ならば、x = 0は Jn(x)の零点である。
2. nが実数のとき、Jn(x)は可算無限個の正の零点を持ち、有限な点には集積し

ない。
3. n > −1のとき、Jn(x)の零点はすべて実数となる。

2について、無限個の正の零点を持つことを示すために、次のことをあげてお
く。

命題 (この命題はボウマン [1]の第６章にある。)

Jn(x) = 0はαとα + kπとの間に少なくとも 1つ根を持つ。ただし、kは 1より大
きい任意の数で、αは十分大きな任意の正数である。

これより、2について無限個の正の零点を持つことを証明していく。

(証明)

k > 1のとき、命題より Jn(x)は

α, α + kπ, α + 2kπ, α + 3kπ · · ·

の隣どうしの任意の 2項の間に少なくとも 1つ根を持つ。よって、Jn(x)は
正の零点を無限個持つ。
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以上より、無限個の正の零点を持つことは証明できた。零点が有限な点には集積
しないということについては、一致の定理を用いる。

一致の定理 (この定理は関連図書 [2]を参照)

f(z)は領域Dで正則とする。D内の相異なる点からなる無限点列 znが、D内の
点Z0に収束するものとする。このとき、

f(zn) = 0 (n = 1, 2, · · · )

ならば、Dにおいて恒等的に f(z) ≡ 0が成り立つ。

これを用いて零点が有限な点に集積しないことを示す。

(証明)

零点が有限な点に集積するならば Jn(x) ≡ 0となってしまい、これは不適で
ある。よって、零点は有限な点に集積しない。

以上より、零点が有限な点に集積しないことも証明できた。

2.1.6 変形Bessel関数

この節の内容については、関連図書 [1],[3]を参考にした。ここでは３次元円柱領
域の Laplace方程式の厳密解を求めていく上で必要となる変形 Bessel関数につい
て述べる。

y′′ +
1

x
y′ − (1 +

α2

x2
)y = 0 (α :定数). (2.63)

(2.63)の形をした方程式を変形されたBesselの方程式という。この方程式はBessel

の方程式で xの代わりに ixを用いれば得られる。この式の特解は、Jn(ix)を用い
て e−

1
2
nπiJn(ix)となる。一般に、これを虚数 iを用いない形 In(x)で表すと、

In(x) = e−
1
2
nπiJn(ix) =

∞∑
m=0

1

m!Γ(n + m + 1)

(x

2

)2m+n

となる。In(x)を変形Bessel関数という。
nが整数の場合、Jnの場合と同様にもう１つの特解が必要となる。そこで、

Kn(x)
def
=

2

π

I−n(x)− In(x)

sin nπ
(2.64)

と定義すると、Kn(x)は第二の特解となる。
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次に、収束性について考える。In(x)は x = 0で 0であり、x = ∞で∞である。
また、I−n(x)は x = 0,∞で∞となる。これより、Kn(x)は x = 0で∞となり、
x = ∞で 0となる (収束性については関連図書 [3]から抜粋させて頂いた)。
以上より、変形Bessel関数 (2.64)の一般解は、

y = C1In(x) + C2Kn(x) (C1, C2は任意定数) (2.65)

となる。
また、kを 0でない定数として、

y′′ +
1

x
y′ − (k2 +

α2

x2
)y = 0 (α :定数). (2.66)

という式においては、In(kx)が解になる (証明は通常のBesselの方程式と同様)。
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第3章 ３次元円柱領域の熱方程式の
厳密解

この章では、３次元円柱領域の熱方程式の厳密解を求めていくことを目標にする。
そこでまず参考になる、円盤領域の厳密解についても同時に考えていく。

3.1 円盤領域の熱方程式の厳密解
半径を r = 1とする円盤領域の熱方程式、

ut(x, y, t) = ∆u(x, y, t) ((x, y) ∈ Ω, t ∈ (0,∞)), (3.1)

　 u(x, y, t) = 0 ((x, y) ∈ Γ, t ∈ (0,∞)), (3.2)

u(x, y, 0) = f(x, y) ((x, y) ∈ Ω, t = 0) (3.3)

Ω = {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 < 1}, Γ = ∂Ω

の厳密解を Fourierの方法で求めていく。
まず、(3.1),(3.2)を満たす uで、

u(x, y, t) = ζ(x, y)η(t) (3.4)

の形をしていて、恒等的に 0でないものを探す。(3.2)の境界条件に (3.4)を代入す
ると、

ζ(x, y)η(t) = 0 ((x, y) ∈ Γ, t > 0).

ここで、もしも ∃(x, y) ∈ Γ s.t. ζ(x, y) 6= 0とすると、η(t) = 0 (t ∈ (0,∞))より、
u ≡ 0となり不適である。よって、

ζ(x, y) = 0 ((x, y) ∈ Γ).

また、(3.1)に (3.4)を代入すると、

ζ(x, y)η′(t) = ∆ζ(x, y)η(t)
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より、
η′(t)
η(t)

=
∆ζ(x, y)

ζ(x, y)
(3.5)

となる。(3.5)は、左辺は x, yによらず、右辺は tによらないので定数である。そ
れを λとおくと、

η′(t)
η(t)

=
∆ζ(x, y)

ζ(x, y)
= λ.

これより、

∃λ ∈ C s.t.

{
η′(t) = λη(t)

∆ζ(x, y) = λζ(x, y).

ζは、 {
∆ζ(x, y) = λζ(x, y) (in Ω)

ζ(x, y) = 0 (on Ω)

を満たす (ただし、ζ 6≡ 0 (in Ω))。
このままでは Fourierの方法が使用できないので、

{
x = r cos θ

y = r sin θ

と極座標変換を行う。すると、

∆ζ =
∂2ζ

∂r2
+

1

r

∂ζ

∂r
+

1

r2

∂2ζ

∂θ2

より、
∂2ζ

∂r2
+

1

r

∂ζ

∂r
+

1

r2

∂2ζ

∂θ2
= λζ (0 < r < 1, θ ∈ [0, 2π)) (3.6)

となる。そこで、(3.6)の解を、

ζ(r, θ) = R(r)Θ(θ)

とおく (ただし、R(r) 6≡ 0 かつΘ(θ) 6≡ 0)。これを (3.6)に代入すると、

R′′(r)Θ(θ) +
1

r
R′(r)Θ(θ) +

1

r2
R(r)Θ′′(θ) = λR(r)Θ(θ).

両辺をR(r)Θ(θ)で割ると、

R′′(r)
R(r)

+
1

r

R′(r)
R(r)

+
1

r2

Θ′′(θ)
Θ(θ)

= λ
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となり、r, θでまとめると、

r2R′′(r) + rR′(r)− λr2R(r)

R(r)
= −Θ′′(θ)

Θ(θ)
　 (3.7)

となる。(3.7)は、左辺は θによらず、右辺は rによらないので定数である。それ
を αとおくと、

r2R′′(r) + rR′(r)− λr2R(r)

R(r)
= −Θ′′(θ)

Θ(θ)
= α.

これより、 {
r2R′′(r) + rR′(r)− (λr2 + α)R(r) = 0

Θ′′(θ) = −αΘ(θ)

となる。
まずΘを求めていく。特性方程式は、

s2 = −α

であるから、
s = ±√−α.

(i) α 6= 0ならば、Θ(θ)の一般解は、

Θ(θ) = Ae
√−αθ + Be−

√−αθ (A,Bは任意定数)

Θは周期が 2πより、

Θ(0) = Θ(2π), Θ′(0) = Θ′(2π).

これを用いると、

A + B = Ae2π
√−α + Be2π−√−α,

A−B = Ae2π
√−α −Be2π−√−α

となる。これより、
(

1− e2π
√−α 1− e−2π

√−α

1− e2π
√−α −1 + e−2π

√−α

)(
A

B

)
=

(
0

0

)

ここで、もし行列が正則ならば、逆行列を左からかけると、
(

A

B

)
=

(
0

0

)
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より、Θ(θ) ≡ 0となり、これは不適である。よって、行列は正則ではないの
で行列式は 0である。従って、

∣∣∣∣∣
1− e2π

√−α 1− e−2π
√−α

1− e2π
√−α −1 + e−2π

√−α

∣∣∣∣∣ = 0.

これより、e2π
√−α = 1 であるので、

∃n ∈ Z s.t. 2π
√−α = 2nπi.

よって、
α = n2

となる。従ってΘは、

Θ(θ) = Aeniθ + Be−niθ

= C1 cos nθ + C2 sin nθ (C1, C2は任意定数).

ここでα 6= 0より、n 6= 0であり、+nと−nで同じα, Θを与えるので、n ∈ N
で十分である。

(ii) α = 0のとき、Θ′′(θ) = 0より、

Θ(θ) = A + Bθ (A,Bは任意定数).

ここで、Θ(0) = Θ(2π)から、A = A + 2πBより、B = 0である。よって、

Θ(θ) = A (Aは任意定数)

となる。

以上より、
{

α = n2 (n = 0, 1, 2, · · · )
Θ(θ) = C1 cos nθ + C2 sin nθ (C1, C2は任意定数)

となる。
次に、

r2R′′(r) + rR′(r)− (λr2 + α)R(r) = 0 (3.8)

を考える。まず境界条件から、
R(1) = 0
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となる。また、ζ(r, θ)は r → +0で有界なので R(r)も r → +0で有界である。
よって、

R(0) < ∞ .

ここで、(3.8)に α = n2を代入すると、

r2R′′(r) + rR′(r)− (λr2 + n2)R(r) = 0 (3.9)

となる。(3.9)はBesselの方程式であるので、一般解は

R(r) = D1Jn(r
√
−λ) + D2Yn(r

√
−λ) (D1, D2は任意定数)

となる。ここで、R(r)は原点で有界である。しかし、Ynは原点で有界ではないの
でD2 6= 0ならばR(r)は解にはならない。よって、

R(r) = D1Jn(r
√
−λ)

となる。また、もう一つの境界条件より、

R(1) = D1Jn(
√
−λ) = 0.

従って、
√−λは Jnの零点である。ここで、Jnの正の零点を

µ
(n)
1 < µ

(n)
2 < · · · < µ(n)

m < · · · (n = 0, 1, 2, · · · ; m = 1, 2, 3, · · · )

とすると、 √
−λ = µ(n)

m より、 λ = −(µ(n)
m )2.

これより、
R(r) = D1Jn(rµ(n)

m )

となる。以上より、

ζ(r, θ) = Jn(rµ(n)
m )(C1 cos nθ + C2 sin nθ).

次に、η(t)について考える。

η′(t) = λη(t) より、 η(t) = Ceλt (Cは任意定数).

λを代入すると、
η(t) = Ce−t(µ

(n)
m )2
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となる。これを ζ(r, θ)と合わせると、

um,n(r, θ, t) = e−t(µ
(n)
m )2Jn(rµ(n)

m )(C1 cos nθ + C2 sin nθ)

という変数分離解を得る。よって、uを

u(r, θ, t) =
∞∑

n=0

∞∑
m=1

e−t(µ
(n)
m )2Jn(rµ(n)

m )(An,m cos nθ + Bn,m sin nθ)

とおくと、境界条件を満たす熱方程式の解であると期待される。ここで初期条件
u(r, θ, 0) = f(r, θ)より、

f(r, θ) =
∞∑

n=0

∞∑
m=1

Jn(rµ(n)
m )(An,m cos nθ + Bn,m sin nθ)

=
∞∑

m=1

J0(rµ
(0)
m )A0,m +

∞∑
n=1

∞∑
m=1

Jn(rµ(n)
m )(An,m cos nθ + Bn,m sin nθ).

ここで、直交性を用いて係数An,m, Bn,mを求めていく。n = 0のときAn,mは、

A0,m =
2

(J1(µ
(0)
m ))2

∫ 1

0

∫ π

−π

1

2π
rJ0(rµ

(0)
m )f(r, θ)drdθ

=
1

π(J1(µ
(0)
m ))2

∫ 1

0

∫ π

−π

rJ0(rµ
(0)
m )f(r, θ)drdθ

となる。n = 1, 2, · · · のときも同様にすると、

An,m =
2

π(Jn+1(µ
(n)
m ))2

∫ 1

0

∫ π

−π

rJn(rµ(n)
m )f(r, θ) cos nθdrdθ,

Bn,m =
2

π(Jn+1(µ
(n)
m ))2

∫ 1

0

∫ π

−π

rJn(rµ(n)
m )f(r, θ) sin nθdrdθ

となる。

3.2 ３次元円柱領域の熱方程式の厳密解
この節では、半径を r = 1で高さを hとした円柱領域の熱方程式、

1

κ
ut(x, y, z, t) = ∆u(x, y, z, t) ((x, y, z) ∈ Ω, t ∈ (0,∞)), (3.10)

u(x, y, z, t) = 0 ((x, y, z) ∈ Γ, t ∈ (0,∞)), (3.11)

u(x, y, z, 0) = f(x, y, z) ((x, y, z) ∈ Ω, t = 0) (3.12)
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Ω = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 < 1, 0 < z < h}, Γ = ∂Ω

の厳密解を Fourierの方法で求めていく。上記の式を満たす uで、

u(x, y, z, t) = ζ(x, y, z)η(t) (3.13)

の形をしていて、恒等的に 0でないものを探す。境界条件に (3.13)を代入すると、

ζ(x, y, z)η(t) = 0 ((x, y, z) ∈ Γ, t > 0)

ここで、もしも ∃(x, y, z) ∈ Γ s.t. ζ(x, y, z) 6= 0とすると、η(t) = 0 (t ∈ (0,∞))

より、u ≡ 0となり不適である。よって、

ζ(x, y, z) = 0 ((x, y, z) ∈ Γ).

また、(3.10)に (3.13)を代入すると、

1

κ2
ζ(x, y, z)η′(t) = ∆ζ(x, y, z)η(t)

より、
1

κ2

η′(t)
η(t)

=
∆ζ(x, y, z)

ζ(x, y, z)
(3.14)

となる。(3.14)は、左辺は x, y, zによらず、右辺は tによらないので定数である。
それを λとおくと、

1

κ2

η′(t)
η(t)

=
∆ζ(x, y, z)

ζ(x, y, z)
= λ.

これより、

∃λ ∈ C s.t.

{
η′(t) = λκ2η(t)

∆ζ(x, y, z) = λζ(x, y, z).

ζは、 {
∆ζ(x, y, z) = λζ(x, y, z) (in Ω)

ζ(x, y, z) = 0 (on Ω)

を満たす (ただし、ζ 6≡ 0 (in Ω))。ここで、
{

x = r cos θ

y = r sin θ

とおいて、(x, y, z)から (r, θ, z)に変換する。すると、

∆ζ =
∂2ζ

∂r2
+

1

r

∂ζ

∂r
+

1

r2

∂2ζ

∂θ2
+

∂2ζ

∂z2
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より、

∂2ζ

∂r2
+

1

r

∂ζ

∂r
+

1

r2

∂2ζ

∂θ2
+

∂2ζ

∂z2
= λζ (0 < r < 1, θ ∈ [0, 2π)) (3.15)

となる。ここで、
ζ(r, θ, z) = ν(r, θ)W (z)

とおく (ただし、ν(r, θ) 6≡ 0 かつW (z) 6≡ 0)。これを (3.15)に代入すると、

∆ν =
∂2ν

∂r2
+

1

r

∂ν

∂r
+

1

r2

∂2ν

∂θ2

より、
∆ν(r, θ)W (z) + µ(r, θ)W ′′(z) = λν(r, θ)W (z)

となるので、
∆ν(r, θ)

ν(r, θ)
− λ = −W ′′(z)

W (z)
(3.16)

となる。(3.16)は左辺は zによらず、右辺は r, θによらないので、これは定数であ
る。それを µとおくと、

∆ν(r, θ)

ν(r, θ)
− λ = −W ′′(z)

W (z)
= µ.

これより ν,W は、 {
∆ν(r, θ) = (λ + µ)ν(r, θ)

W ′′(z) = −µW (z)

を満たす。
まず、W (z)について考える。特性方程式は、

s2 = −µ

であるから、
s = ±√−µ.

(i) µ 6= 0のとき、

W (z) = Ae
√−µz + Be−

√−µz (A,Bは任意定数).

境界条件より、

W (0) = A + B = 0,

W (h) = Ae
√−µh −Be−

√−µh = 0
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となる。A = −Bより、e2h
√−µ = 1 となるので、

∃l ∈ Z s.t. 2h
√−µ = 2lπi.

よって、

µ =
(lπ)2

h2

となる。従ってW は、

W (z) = Ae
lπz
h

i + Be−
lπz
h

i

= C sin
lπ

h
z (Cは任意定数).

ここで µ 6= 0より、l 6= 0であり、+lと−lで同じ µを与えるので、l ∈ Nで
十分である。

(ii) µ = 0のとき、
W (z) = A + Bz (A, Bは任意定数).

ここで、
W (0) = A = 0, W (h) = A + Bh = 0

から、A = 0, B = 0である。よって、W (z) = 0より u ≡ 0となり不適で
ある。

以上より、 



µ =
(lπ)2

h2
(l = 1, 2, · · · )

W (z) = C sin
lπ

h
z (Cは任意定数).

次に、∆ν(r, θ) = (λ + µ)ν(r, θ)を考える。

ν(r, θ) = R(r)Θ(θ) (R(r) 6≡ 0かつΘ(θ) 6≡ 0)

とおくと、

R′′(r)Θ(θ) +
1

r
R′(r)Θ(θ) +

1

r2
R(r)Θ′′(θ) = (λ + µ)R(r)Θ(θ)

より、
r2R′′(r) + rR′(r) + r2(−λ− µ)R(r)

R(r)
= −Θ′′(θ)

Θ(θ)
.
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この式は左辺は θによらず、右辺は rによらないので定数である。それを αとお
くと、

r2R′′(r) + rR′(r) + r2(−λ− µ)R(r)

R(r)
= −Θ′′(θ)

Θ(θ)
= α.

これより、 {
r2R′′(r) + rR′(r) + (r2(−λ− µ)− α)R(r) = 0

Θ′′(θ) = −αΘ(θ)

となる。
まず、Θ(θ)を求めると、

{
α = n2 (n = 0, 1, 2, · · · )
Θ(θ) = C1 cos nθ + C2 sin nθ (C1, C2は任意定数)

となる (ここでの計算は 2次元を参照)。
次に、

r2R′′(r) + rR′(r) + ((−λ− µ)r2 − α)R(r) = 0 (3.17)

を考える。まず境界条件から、
R(1) = 0

となる。また、ν(r, θ)は r → +0で有界なので R(r)も r → +0で有界である。
よって、

R(0) < ∞ .

ここで、(3.17)に α = n2を代入すると、

r2R′′(r) + rR′(r) + ((−λ− µ)r2 − n2)R(r) = 0 (3.18)

となる。(3.18)はBesselの方程式であるので、一般解は

R(r) = D1Jn(r
√
−λ− µ) + D2Yn(r

√
−λ− µ) (D1, D2は任意定数)

となる。ここで、境界条件よりR(r)は原点で有界である。しかし、Ynは原点で有
界ではないので (3.18)の解にはならない。よって、D2 = 0で

R(r) = D1Jn(r
√
−λ− µ)

となる。
また、もう一つの境界条件より、

R(1) = D1Jn(
√
−λ− µ) = 0.
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従って、
√−λ− µは Jnの零点である。ここで、Jnの正の零点全体を

β1,n < β2,n < · · · < βm,n < · · · (n = 0, 1, 2, · · · ; m = 1, 2, 3, · · · )
とすると、 √

−λ− µ = βm,n より、 λ + µ = −(βm,n)2.

これより、
R(r) = D1Jn(rβm,n)

となる。以上より、

ν(r, θ) = Jn(rβm,n)(C1 cos nθ + C2 sin nθ).

次に、η(t)について考える。

η′(t) = λκ2η(t) より、 η(t) = Ceλκ2t (Cは任意定数).

λを代入すると、

η(t) = Ce−κ2(
(lπ)2

h2 +(βm,n)2t

となる。ν, W, ηを合わせると、

ul,m,n(r, θ, z, t) = e−κ2(
(lπ)2

h2 +(βm,n)2)tJn(rβm,n)(C1 cos nθ + C2 sin nθ) sin
lπ

h
z.

よって、uを

u(r, θ, z, t) =
∞∑

n=0

∞∑

m,l=1

e−κ2(
(lπ)2

h2 +(βm,n)2)tJn(rβm,n)(Al,m,n cos nθ+Bl,m,n sin nθ) sin
lπ

h
z

とおくと、uは初期条件・境界条件を満たす熱方程式の解であると期待される。こ
こで初期条件 u(r, θ, z, 0) = f(r, θ, z)より、

f(r, θ, z) =
∞∑

n=0

∞∑

m,l=1

Jn(rβm,n)(Al,m,n cos nθ + Bl,m,n sin nθ) sin
lπ

h
z

となる。係数Al,m,nを求めるために、直交性を用いる。f(r, θ, z)の両辺にrJn′(rβm′,n′),

cos n′θ, sin
l′π
h

zをかけて積分すると、

∫ h

0

∫ π

−π

∫ 1

0

rJn(rβm,n)f(r, θ, z) cos nθ sin
lπ

h
zdrdθdz =

1

2
(Jn+1(βm,n))2π × 1

2
h× Al,m,n

=
πh

4
(Jn+1(βm,n))2Al,m,n

(l = l′, n = n′,m = m′のときだけ残る).
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よって、

An,m =
4

πh(Jn+1(βm,n))2

∫ h

0

∫ π

−π

∫ 1

0

rJn(rβm,n)f(r, θ, z) cos nθ sin
lπ

h
zdrdθdz,

Bn,m =
4

πh(Jn+1(βm,n))2

∫ h

0

∫ π

−π

∫ 1

0

rJn(rβm,n)f(r, θ, z) sin nθ sin
lπ

h
zdrdθdz

となる。
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第4章 ３次元円柱領域のLaplace方
程式のDirichlet問題

4.1 ３次元円柱領域のLaplace方程式の厳密解
ここでは熱方程式と同じ円柱領域で、境界条件を次のようにしたLaplace方程式

∆u = 0 ( in Ω), (4.1)

u(x, y, z) = Φ ( on Γ), (4.2)

u(x, y, 0) = u(x, y, h) = 0 (z = 0, h) (4.3)

Ω = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 < 1, 0 < z < h}, Γ =側面

の厳密解を Fourierの方法で求めていく。まず、
{

x = r cos θ

y = r sin θ

と極座標変換する。(0 < r < 1, θ ∈ [0, 2π)) つまり、

U(r, θ, z)
def
= u(r cos θ, r sin θ, z)

とすると境界条件より、

U(1, θ, z) = Φ(cos θ, sin θ, z)

U(r, θ, 0) = U(r, θ, h) = 0

となる。そこで、
U(r, θ, z) = R(r)Θ(θ)W (z) (4.4)

の形をしていて、恒等的に 0でないものを探す。

∆U =
∂2U

∂r2
+

1

r

∂U

∂r
+

1

r2

∂2U

∂θ2
+

∂2U

∂z2
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より、
R′′(r)
R(r)

+
1

r

R′(r)
R(r)

+
1

r2

Θ′′(θ)
Θ(θ)

+
W ′′(z)

W (z)
= 0.

これより、
R′′(r)
R(r)

+
1

r

R′(r)
R(r)

+
1

r2

Θ′′(θ)
Θ(θ)

= −W ′′(z)

W (z)
.

これは左辺は zによらず、右辺は r, θによらないので定数である。それを λとお
くと、

R′′(r)
R(r)

+
1

r

R′(r)
R(r)

+
1

r2

Θ′′(θ)
Θ(θ)

= −W ′′(z)

W (z)
= λ.

これよりW は、
W ′′(z) = −λW (z)

となる。
R(r)については、

r2R′′(r) + rR′(r)− λr2R(r)

R(r)
= −Θ′′(θ)

Θ(θ)

となる。この式は左辺は θによらず、右辺は rによらないので定数である。それを
µとおくと、

r2R′′(r) + rR′(r)− λr2R(r)

R(r)
= −Θ′′(θ)

Θ(θ)
= µ.

これより、 {
r2R′′(r) + rR′(r)− (λr2 + µ)R(r) = 0

Θ′′(θ) = −µΘ(θ)

となる。W (z)は、




λ =
(lπ)2

h2
(l = 1, 2, · · · )

W (z) = C sin
lπ

h
z (Cは任意定数)

となり、Θ(θ)については、
{

µ = n2 (n = 0, 1, 2, · · · )
Θ(θ) = C1 cos nθ + C2 sin nθ (C1, C2は任意定数)

となる (Θの計算は 2次元、W の計算は３次元を参照)。
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次に、R(r)について考える。

r2R′′(r) + rR′(r)− (λr2 + µ)R(r) = 0

より、µ = n2を代入して両辺を r2で割ると、

R′′(r) +
1

r
R′(r)− (λ +

n2

r2
)R(r) = 0 (4.5)

となる。(4.5)は変形されたBesselの方程式であるので一般解は、

R(r) = D1In(r
√

λ) + D2Kn(r
√

λ) (D1, D2は任意定数)

となる。ここで、境界条件よりR(r)は原点で有界である。しかし、Knは原点で
有界ではないのでD2 6= 0ならばKnは解にはならない。よって、

R(r) = D1In(r
√

λ)

となる。
以上まとめて、

Ul,n(r, θ, z) = In

(
r
lπ

h

)
(A cos nθ + B sin nθ) sin

lπ

h
z.

よって、U を

U(r, θ, z) =
∞∑

n=0

∞∑

l=1

In

(
r
lπ

h

)
(Al,n cos nθ + Bl,n sin nθ) sin

lπ

h
z

とおくと、Uは境界条件を満たすLaplace方程式の解であると期待される。境界条
件より、

Φ(cos θ, sin θ, z) =
∞∑

n=0

∞∑

l=1

In

(
lπ

h

)
(Al,n cos nθ + Bl,n sin nθ) sin

lπ

h
z

となる。係数Al,n, Bl,nを求めるために直交性を用いて求めると、よって、

Al,n =
2

πhIn

(
lπ
h

)
∫ h

0

∫ π

−π

Φ(cos θ, sin θ, z) cos nθ sin
lπ

h
zdθdz

Bl,n =
2

πhIn

(
lπ
h

)
∫ h

0

∫ π

−π

Φ(cos θ, sin θ, z) sin nθ sin
lπ

h
zdθdz

となる。
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4.2 境界条件を変えた場合の円柱領域のLaplace方程
式の厳密解

4.2.1 境界条件を側面= 0,上面= 0と変えた場合

境界条件を側面= 0,上面= 0と次のように変えた問題、

∆u = 0 ( in Ω), (4.6)

u = Φ (z = 0), (4.7)

u(x, y, z) = 0 (on Γ or z = h) (4.8)

Ω = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 < 1, 0 < z < h}, Γ =側面

の厳密解を Fourierの方法で求めていく。まず、
{

x = r cos θ

y = r sin θ

と極座標変換する (0 < r < 1, θ ∈ [0, 2π))。つまり、

U(r, θ, z)
def
= u(r cos θ, r sin θ, z)

とすると境界条件より、

U(r, θ, 0) = Φ(r cos θ, r sin θ, 0) (0 ≤ r < 1, θ ∈ (0, 2π))

U(1, θ, z) = 0 (θ ∈ [0, 2π), 0 < z < h),

U(r, θ, h) = 0 (0 ≤ r < 1, θ ∈ [0, 2π))

となる。そこで、
U(r, θ, z) = R(r)Θ(θ)W (z) (4.9)

の形をしていて、恒等的に 0でないものを探す。

∆U =
∂2U

∂r2
+

1

r

∂U

∂r
+

1

r2

∂2U

∂θ2
+

∂2U

∂z2

より、
R′′(r)
R(r)

+
1

r

R′(r)
R(r)

+
1

r2

Θ′′(θ)
Θ(θ)

+
W ′′(z)

W (z)
= 0.

これより、

r2R′′(r)
R(r)

+ r
R′(r)
R(r)

+ r2W ′′(z)

W (z)
= −Θ′′(θ)

Θ(θ)
.
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これは左辺は θによらず、右辺は r, zによらないので定数である。それを λとお
くと、

r2R′′(r)
R(r)

+ r
R′(r)
R(r)

+ r2W ′′(z)

W (z)
= −Θ′′(θ)

Θ(θ)
= λ.

これよりΘは、
Θ′′(θ) = −λΘ(θ)

を満たす。
R(r)については、

R′′(r)
R(r)

+
1

r

R′(r)
R(r)

− λ

r2
= −W ′′(z)

W (z)

を満たす。この式は左辺は zによらず、右辺は rによらないので定数である。それ
を後のことを考えて−µとおくと、

R′′(r)
R(r)

+
1

r

R′(r)
R(r)

− λ

r2
= −W ′′(z)

W (z)
= −µ.　　　　

これより、 {
r2R′′(r) + rR′(r) + (µr2 − λ)R(r) = 0,

W ′′(z) = µW (z)

となる。これから λ, Θ(θ)は、
{

λ = n2 (n = 0, 1, 2, · · · )
Θ(θ) = C1 cos nθ + C2 sin nθ (C1, C2は任意定数)

となる (Θの計算は 2次元を参照)。
次に、W (z)について考える。特性方程式は、

s2 = µ

であるから、
s = ±√µ.

W (z)の一般解は、

W (z) = Ae
√

µz + Be−
√

µz (A,Bは任意定数).

境界条件より、
W (h) = Ae

√
µh + Be−

√
µh = 0.
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となる。これより、
B = −Ae2

√
µh

なのでW は、

W (z) = Ae
√

µz + (−Ae2
√

µhe−
√

µz)

= A(e
√

µz − e
√

µ(2h−z))

となる。
更に、R(r)について考える。

r2R′′(r) + rR′(r) + (µr2 − λ)R(r) = 0

に λ = n2を代入すると、

r2R′′(r) + rR′(r) + (µr2 − n2)R(r) = 0 (4.10)

となる。(4.10)はBesselの方程式であるので一般解は、

R(r) = D1Jn(r
√

µ) + D2Yn(r
√

µ) (D1, D2は任意定数)

となる。ここで、境界条件よりR(r)は原点で有界である。しかし、Ynは原点で有
界ではないのでD2 6= 0ならばR(r)は解にはならない。よって、D2 = 0で

R(r) = D1Jn(r
√

µ)

となる。
また、もう一つの境界条件より、

R(1) = D1Jn(
√

µ) = 0.

従って、
√

µは Jnの零点である。ここで、Jnの正の零点全体を

β1,n < β2,n < · · · < βm,n < · · · (n = 0, 1, 2, · · · ; m = 1, 2, 3, · · · )

とすると、
∃m ∈ N s.t. µ = (βm,n)2.

これより、
R(r) = D1Jn(rβm,n)

となる。以上より、R, Θ,W を合わせると、

Um,n(r, θ, z) = (eβm,nz − eβm,n(2h−z))Jn(rβm,n)(C1 cos nθ + C2 sin nθ).
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よって、U を

U(r, θ, z) =
∞∑

n=0

∞∑
m=1

(eβm,nz − eβm,n(2h−z))Jn(rβm,n)(Am,n cos nθ + Bm,n sin nθ)

とおくと、UはΓと z = 1での境界条件を満たすLaplace方程式の解であると期待
される。ここで境界条件より、

Φ(r cos θ, r sin θ, 0) =
∞∑

n=0

∞∑
m=1

(1− eβm,n2h)Jn(rβm,n)(Am,n cos nθ + Bm,n sin nθ)

となる。係数 Am,nを求めるために、直交性を用いる。Φ(r cos θ, r sin θ, 0)の両辺
に rJn′(rβm′,n′), cos n′θをかけて積分すると、
∫ π

−π

∫ 1

0

rJn(rβm,n)Φ(r cos θ, r sin θ, 0) cos nθdrdθ =
1

2
(Jn+1(βm,n))2 × π × Am,n × (1− eβm,n2h)

=
π

2
(Jn+1(βm,n))2(1− eβm,n2h)Am,n

(n = n′,m = m′のときだけ残る).

よって、

An,m =
2

π(1− eβm,n2h)(Jn+1(βm,n))2

∫ π

−π

∫ 1

0

rJn(rβm,n)Φ(r cos θ, r sin θ, 0) cos nθdrdθ,

Bn,m =
2

π(1− eβm,n2h)(Jn+1(βm,n))2

∫ π

−π

∫ 1

0

rJn(rβm,n)Φ(r cos θ, r sin θ, 0) sin nθdrdθ

となる。

4.2.2 境界条件を側面= 0,底面= 0と変えた場合のLaplace方程式

境界条件を側面= 0,底面= 0と次のように変えた問題、

∆u = 0 ( in Ω), (4.11)

u = Φ (z = h), (4.12)

u(x, y, z) = 0 (on Γ or z = 0) (4.13)

Ω = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 < 1, 0 < z < h}, Γ =側面

の厳密解を Fourierの方法で求めていく (同様の計算がある場合は省略していく)。
まず、 {

x = r cos θ

y = r sin θ
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と極座標変換する (0 < r < 1, θ ∈ [0, 2π))。つまり、

U(r, θ, z)
def
= u(r cos θ, r sin θ, z)

とすると境界条件より、

U(r, θ, h) = Φ(r cos θ, r sin θ, h) (0 ≤ r < 1, θ ∈ (0, 2π))

U(1, θ, z) = 0 (θ ∈ [0, 2π), 0 < z < h),

U(r, θ, 0) = 0 (0 ≤ r < 1, θ ∈ [0, 2π))

となる。そこで、
U(r, θ, z) = R(r)Θ(θ)W (z) (4.14)

の形をしていて、恒等的に 0でないものを探す。
Θは、

Θ′′(θ) = −λΘ(θ)

を満たす。
R(r), W (z)については、

{
r2R′′(r) + rR′(r) + (µr2 − λ)R(r) = 0

W ′′(z) = µW (z)

となる (λ, µの置き方については、上面= 0の場合と同様)。
λ, Θ(θ)は、

{
λ = n2 (n = 0, 1, 2, · · · )
Θ(θ) = C1 cos nθ + C2 sin nθ (C1, C2は任意定数)

となる (Θの計算は 2次元を参照)。
次に、W (z)について考える。特性方程式は、

s2 = µ

であるから、
s = ±√µ.

W (z)の一般解は、

W (z) = Ae
√

µz + Be−
√

µz (A,Bは任意定数).
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境界条件より、
W (0) = A + B = 0

となる。これより、
B = −A

なのでW は、

W (z) = Ae
√

µz + (−Ae−
√

µz)

= A(e
√

µz − e−
√

µz)

となる。
更に、R(r)については上面= 0の場合と同様で、

R(r) = D1Jn(r
√

µ) (D1は任意定数)

となる。
また、

R(1) = D1Jn(
√

µ) = 0.

従って、
√

µは Jnの零点である。ここで、Jnの正の零点全体を

β1,n < β2,n < · · · < βm,n < · · · (n = 0, 1, 2, · · · ; m = 1, 2, 3, · · · )

とすると、
∃m ∈ N s.t. µ = (βm,n)2.

これより、
R(r) = D1Jn(rβm,n)

となる。以上より、R, Θ,W を合わせると、

Um,n(r, θ, z) = (eβm,nz − e−βm,nz)Jn(rβm,n)(C1 cos nθ + C2 sin nθ).

よって、U を

U(r, θ, z) =
∞∑

n=0

∞∑
m=1

(eβm,nz − e−βm,nz)Jn(rβm,n)(Am,n cos nθ + Bm,n sin nθ)

とおくと、UはΓと z = 0での境界条件を満たすLaplace方程式の解であると期待
される。ここで境界条件より、

Φ(r cos θ, r sin θ, h) =
∞∑

n=0

∞∑
m=1

(eβm,nh−e−βm,nh)Jn(rβm,n)(Am,n cos nθ+Bm,n sin nθ)
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となる。係数Am,nを求めるために、直交性を用いる。Φ(r cos θ, r sin θ, h)の両辺
に rJn′(rβm′,n′), cos n′θをかけて積分すると、

∫ π

−π

∫ 1

0

rJn(rβm,n)Φ(r cos θ, r sin θ, h) cos nθdrdθ =
π

2
(Jn+1(βm,n))2(eβm,nh − e−βm,nh)Am,n

(n = n′,m = m′のときだけ残る).

よって、

An,m =
2

π(eβm,nh − e−βm,nh)(Jn+1(βm,n))2

∫ π

−π

∫ 1

0

rJn(rβm,n)Φ(r cos θ, r sin θ, h) cos nθdrdθ,

Bn,m =
2

π(eβm,nh − e−βm,nh)(Jn+1(βm,n))2

∫ π

−π

∫ 1

0

rJn(rβm,n)Φ(r cos θ, r sin θ, h) sin nθdrdθ

となる。
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